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Aufgabenblatt I: Lineare Algebra und Analytische Geometrie

Hinweis: N&dherungslosungen sind nur fiir Winkel zulissig. Gegebenenfalls ist mit
Briichen und Wurzelausdriicken zu rechnen!

Aufgabe 1: (a) Definieren Sie den Begriff der Gruppe. (4 Punkte)

(b) Besitzt die symmetrische Gruppe &3 Untergruppen der Ordnung 2,3 bzw. 47 Geben Sie
im Falle der Existenz eine Untergruppe der entsprechenden Ordnung an. Begriinden Sie
andernfalls, warum es keine Untergruppe der entsprechenden Ordnung gibt. (3 Punk-
te)

Aufgabe 2: Rangbestimmung von Matrizen:

1 2 3 4

(a) Bestimmen Sie den Rang von % = [4 3 2 1] € R®»* in Abhéngigkeit von der
1 o a1l

reellen Zahl a. (4 Punkte)

1—14 el -3 i
3+V31 241 0 1

2 0 1+i 0
1—1 0 0 0

(b) Bestimmen Sie den Rang von B = € C** (4 Punkte)

Aufgabe 3: Betrachten Sie die lineare Abbildung F : R> — R® mit der Abbildungsvorschrift
F((x1,m2, 3,24, 25)) = (x1 + 2 + 23 + x4 + 5,221 — 423 + 225, 302 + 623 + 324)
(a) Geben Sie die Abbildungsmatrix von F beziiglich der geordneten Basen
B =((1,0,0,0,0),(1,-1,0,0,0),(1,1,-1,0,0),(0,0,0,1,1),(0,0,0,0,1))

fiir den Vor- und
C= ((1) 0, 0)) (17 2, 0)7 (1) 2, 3))

fiir den Nachbereich an. (6 Punkte)
(b) Bestimmen Sie die Dimension von Bild(F). (1 Punkte)
(c¢) Bestimmen Sie den Nullraum von F. (6 Punkte)

Aufgabe 4: Gegeben sei die lineare Abbildung F : R® — R® mit der Abbildungsmatrix

3 1 1
Ap=|2 0 2
-3 1 -1

beziiglich der geordneten Basis B = ((1,0,0), (0, 1,0), (0,0,1)) fiir Vor- und Nachbereich.

(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenrdume der Abbildung F'. (11 Punkte)
(b) Gibt es eine Basis C' des R3, beziiglich welcher die Abbildungsmatrix von F in Diago-
nalgestalt ist? Begriinden Sie Ihre Antwort. (1 Punkte)

Aufgabe 5: Berechnen Sie mittels des Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahrens eine Orthonormal-
basis des von den Vektoren

U1 = (1707170)
vy = (1,-1,1,1)
vz = (371)373)

aufgespannten linearen Teilraumes des R*. (6 Punkte)



Musterlosungen und Bewertungen

I 11 111 IV

v

46 — 42141 - 33|32 — 24|23 - 17

16 -0

Aufgabe 1:
G und einer bindren Operation o : G x G —» G

mit den Eigenschaften:
i. Ya,b,c€ G : (aob)oc=ao(boc) (Assoziativitit)
ii. Je€e GVa e G : eoa =aoe=a (Existenz eines Einselementes)
iii. Va e G3a' € G : aod =a' oa = e (Existenz inverser Elemente)
(b) i. Beispiel fiir Ordnung 2: {(1), (1 2)}
ii. Beispiel fiir Ordnung 3: {(1),(123),(132)}
iii. Untergruppen der Ordnung 4 gibt es wegen 4 t Ord(&3) = 6 nicht.

Aufgabe 2: Rangbestimmung von Matrizen:

(a) Anwendung der Zeilenoperationen zo — 421 z3 — z; liefert

1 2 3 4
0 -5 -10 -15
0 a—2 a-3 -3

(a) Eine Gruppe G = (G, o) ist eine algebraische Struktur bestehend aus einer Trigermenge

(1 Punkte)

(1 Punkte)
(1 Punkte)
(1 Punkte)
(1 Punkte)
(1 Punkte)
(1 Punkte)

Anwendung der Zeilenoperation —%z; und anschlieend z3 — (o — 2)z2 ergibt

1 2 3 4 12 3 4
0 1 2 3 =l0o 1 2 3
00 —2a-2+a—-3 —-3-3(a-2) 00 1-a 3(1-a)

2 : fallsa=1

Also gilt Rang(2) = { 3 : falsa#1

(b) €™ = —1 und Anwendung der Spaltenoperation s + is» ergibt

1-i -1 =3 0
3+V3i 241 0 2
2 0 1+i 0

1-1 0 0 0

Zeilenoperation z; <> 22, anschlieend Spaltenoperation s; <> s4

2 2+1 0 3+3i
0 -1 -3 1-i
0 0 1+i 2

0 0 0 1—i

Also Rang(B) =4

(3 Punkte)
(1 Punkte)

(1 Punkte)

(2 Punkte)

(1 Punkte)



Aufgabe 3:

Aufgabe 4:

(b) dim(Bild(F))

F((1,0,0,0,0)) = (1,2,0)=(0, ,0)0 (1 Punkte)
F((1,-1,0,0,0)) = (0,2,-3)=(-1,2,—-1)¢ (1 Punkte)
F((1,1,-1,0,0)) = (1,6, 3)£( 2 4 “1)¢ (1 Punkte)

F((0,0,0,1,1)) = (2,2,3)2(1,0,1)c (1 Punkte)
F((0,0,0,0,1) = (1,2,002(0,1,0)c (1 Punkte)
0 1 0
-1 2 -1
Ap=1-2 4 -1 (1 Punkte)
1 0 1
0 1 0

= Rang(Ar) =3 (1 Punkte)

(c) Abbildungsmatrix beziiglich der entsprechenden Einheitsvektorbasis E fiir Vor- und

Nachbereich ist

1 2 0
1 0 3
Arp=|1 -4 6
1 0 3
1 2 0

Der Nullraum von F ist die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems QlF gl
o7, (1 Punkte)
110
0 20
3 00

Die erweiterte Koeffizientenmatrix lautet
Uberfiihren in Zeilenstufenform mittel GauB-Jordan-Algorithmus ergibt (3 Punkte)

11 1
2 0 —4
0 3 6
10 0 0 1 0
010100
0 01 00O

Also gilt Null(F) = Span{(-1,0,0,0,1),(0,-1,0,1,0)} (2 Punkte)
3 2 -3
Es sind die Eigenwerte von 2% = [1 0 1 | zu bestimmen. (1 Punkte)
1 2 -1
3—X 2 -3
Das charakterisitische Polynom lautet | 1~ —\ 1 = X4+ 2)2 +4X -8
1 2 —1-A

(3 Punkte)

Mogliche rationale Nullstellen sind —8, —4, -2,
Nullstelle A\; = 2.

(=3 + 222 +4X —8) : (A —
Nullstellen.

—1,1,2,4,8. Probieren liefert die erste

(1 Punkte)
2) = —A2 + 4, also sind Ay = 2 und A3 = —2 die weiteren
(2 Punkte).



Eigenraum zum Eigenwert A\; = Ay = 2: Zu Losen ist das homogene lineare Gleichungs-
system mit Koeffizientenmatrix

1 2 =3
AT —2¢; =1 -2 1
1 2 3
1 0 -1
Anwendung von Gauf-Jordan liefert [0 1 —1 |, also gilt ER(2) = Span{(1,1,1)}.
0 0 O
(2 Punkte)
Analog erhiilt man ER(-2) = Span{(1,-1,1)}. (2 Punkte)
(b) Wegen 1 =gV (2) < aV(2) = 2 gibt es keine derartige Basis. (1 Punkte)

Aufgabe 5: Normierung von v, ergibt

1 1
u; = —wv9 = =(1,—1,1,1)(1 Punkte)
|’U2| 2

uq soll als erster Vektor in die Orthonormalbasis C' aufgenommen werden. Berechne

1 1 1
01 = v — (5 + 5) = 2(1, 1,1,-1) (1 Punkte)
. 3 1 3 3
03 = v3— <§—§+§+§> u; =(1,3,1,1) (1 Punkte)
Normiere 7, also
1
Uy = 01 = 01(1 Punkte) ,
o]
und nehme u, in C auf. Berechne schliellich 93 = v3 — (% + % + % — %) us = (0,2,0,2)
(1 Punkte)
Normieren von 03 liefert den letzten Vektor ug = Toa] 17 =1v2(0,1,0,1) (1 Punkte)

der Orthonormalbasis C' = {%(1, -1,1,1), %(1, 1,1,-1), %\/_( , 1,0, 1)}



