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Aufgabenblatt I: Lineare Algebra und Analytische Geometrie
Hinweis: N�aherungsl�osungen sind nur f�ur Winkel zul�assig. Gegebenenfalls ist mit
Br�uchen und Wurzelausdr�ucken zu rechnen!

Aufgabe 1: (a) De�nieren Sie den Begri� der Gruppe. (4 Punkte)

(b) Besitzt die symmetrische GruppeS3 Untergruppen der Ordnung 2,3 bzw. 4? Geben Sie
im Falle der Existenz eine Untergruppe der entsprechenden Ordnung an. Begr�unden Sie
andernfalls, warum es keine Untergruppe der entsprechenden Ordnung gibt. (3 Punk-
te)

Aufgabe 2: Rangbestimmung von Matrizen:

(a) Bestimmen Sie den Rang von A =

0
@1 2 3 4
4 3 2 1
1 � � 1

1
A 2 R3;4 in Abh�angigkeit von der

reellen Zahl �. (4 Punkte)

(b) Bestimmen Sie den Rang von B =

0
BB@

1� i ei� �3 i

3 +
p
3i 2 + i 0 1

2 0 1 + i 0
1� i 0 0 0

1
CCA 2 C 4;4 (4 Punkte)

Aufgabe 3: Betrachten Sie die lineare Abbildung F : R5 ! R3 mit der Abbildungsvorschrift

F ((x1; x2; x3; x4; x5)) = (x1 + x2 + x3 + x4 + x5; 2x1 � 4x3 + 2x5; 3x2 + 6x3 + 3x4)

(a) Geben Sie die Abbildungsmatrix von F bez�uglich der geordneten Basen

B = ((1; 0; 0; 0; 0); (1;�1; 0; 0; 0); (1; 1;�1; 0; 0); (0; 0; 0; 1; 1); (0; 0; 0; 0; 1))
f�ur den Vor- und

C = ((1; 0; 0); (1; 2; 0); (1; 2; 3))

f�ur den Nachbereich an. (6 Punkte)

(b) Bestimmen Sie die Dimension von Bild(F ). (1 Punkte)

(c) Bestimmen Sie den Nullraum von F . (6 Punkte)

Aufgabe 4: Gegeben sei die lineare Abbildung F : R3 ! R3 mit der Abbildungsmatrix

AF =

0
@ 3 1 1

2 0 2
�3 1 �1

1
A

bez�uglich der geordneten Basis B = ((1; 0; 0); (0; 1; 0); (0; 0; 1)) f�ur Vor- und Nachbereich.

(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenr�aume der Abbildung F . (11 Punkte)

(b) Gibt es eine Basis C des R3 , bez�uglich welcher die Abbildungsmatrix von F in Diago-
nalgestalt ist? Begr�unden Sie Ihre Antwort. (1 Punkte)

Aufgabe 5: Berechnen Sie mittels des Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahrens eine Orthonormal-
basis des von den Vektoren

v1 = (1; 0; 1; 0)

v2 = (1;�1; 1; 1)
v3 = (3; 1; 3; 3)

aufgespannten linearen Teilraumes des R4 . (6 Punkte)



Musterl�osungen und Bewertungen

I II III IV V

46 { 42 41 { 33 32 { 24 23 { 17 16 { 0

Aufgabe 1: (a) Eine Gruppe G = (G; �) ist eine algebraische Struktur bestehend aus einer Tr�agermenge
G und einer bin�aren Operation � : G�G! G (1 Punkte)

mit den Eigenschaften:

i. 8a; b; c 2 G : (a � b) � c = a � (b � c) (Assoziativit�at) (1 Punkte)

ii. 9e 2 G 8a 2 G : e � a = a � e = a (Existenz eines Einselementes) (1 Punkte)

iii. 8a 2 G 9a0 2 G : a � a0 = a0 � a = e (Existenz inverser Elemente) (1 Punkte)

(b) i. Beispiel f�ur Ordnung 2: f(1); (1 2)g (1 Punkte)

ii. Beispiel f�ur Ordnung 3: f(1); (1 2 3); (1 3 2)g (1 Punkte)

iii. Untergruppen der Ordnung 4 gibt es wegen 4 - Ord(S3) = 6 nicht. (1 Punkte)

Aufgabe 2: Rangbestimmung von Matrizen:

(a) Anwendung der Zeilenoperationen z2 � 4z1 z3 � z1 liefert

0
@1 2 3 4
0 �5 �10 �15
0 �� 2 �� 3 �3

1
A

Anwendung der Zeilenoperation � 1

5
z2 und anschlie�end z3 � (�� 2)z2 ergibt

0
@1 2 3 4
0 1 2 3
0 0 �2(�� 2) + �� 3 �3� 3(�� 2)

1
A =

0
@1 2 3 4
0 1 2 3
0 0 1� � 3(1� �)

1
A

(3 Punkte)

Also gilt Rang(A) =

�
2 : falls � = 1
3 : falls � 6= 1

(1 Punkte)

(b) ei� = �1 und Anwendung der Spaltenoperation s4 + is2 ergibt (1 Punkte)

0
BB@

1� i �1 �3 0

3 +
p
3i 2 + i 0 2i

2 0 1 + i 0
1� i 0 0 0

1
CCA

Zeilenoperation z1 $ z2, anschlie�end Spaltenoperation s1 $ s4 (2 Punkte)

0
BB@
2i 2 + i 0 3 +

p
3i

0 �1 �3 1� i

0 0 1 + i 2
0 0 0 1� i

1
CCA

Also Rang(B) = 4 (1 Punkte)



Aufgabe 3: (a)

F ((1; 0; 0; 0; 0)) = (1; 2; 0)=̂(0; 1; 0)C (1 Punkte)

F ((1;�1; 0; 0; 0)) = (0; 2;�3)=̂(�1; 2;�1)C (1 Punkte)

F ((1; 1;�1; 0; 0)) = (1; 6;�3)=̂(�2; 4;�1)C (1 Punkte)

F ((0; 0; 0; 1; 1)) = (2; 2; 3)=̂(1; 0; 1)C (1 Punkte)

F ((0; 0; 0; 0; 1)) = (1; 2; 0)=̂(0; 1; 0)C (1 Punkte)

AF =

0
BBBB@

0 1 0
�1 2 �1
�2 4 �1
1 0 1
0 1 0

1
CCCCA (1 Punkte)

(b) dim(Bild(F )) = Rang(AF ) = 3 (1 Punkte)

(c) Abbildungsmatrix bez�uglich der entsprechenden Einheitsvektorbasis E f�ur Vor- und
Nachbereich ist

AF;E =

0
BBBB@

1 2 0
1 0 3
1 �4 6
1 0 3
1 2 0

1
CCCCA

Der Nullraum von F ist die L�osungsmenge des linearen Gleichungssystems ATF;Ex
T =

OT . (1 Punkte)

Die erweiterte Koe�zientenmatrix lautet

0
@1 1 1 1 1 0
2 0 �4 0 2 0
0 3 6 3 0 0

1
A

�Uberf�uhren in Zeilenstufenform mittel Gau�-Jordan-Algorithmus ergibt (3 Punkte)

0
@1 0 0 0 1 0
0 1 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0

1
A

Also gilt Null(F ) = Spanf(�1; 0; 0; 0; 1); (0;�1; 0; 1; 0)g (2 Punkte)

Aufgabe 4: (a) Es sind die Eigenwerte von ATF =

0
@3 2 �3
1 0 1
1 2 �1

1
A zu bestimmen. (1 Punkte)

Das charakterisitische Polynom lautet

������
3� � 2 �3
1 �� 1
1 2 �1� �

������ = ��3 + 2�2 + 4� � 8

(3 Punkte)

M�ogliche rationale Nullstellen sind �8;�4;�2;�1; 1; 2; 4; 8. Probieren liefert die erste
Nullstelle �1 = 2. (1 Punkte)

(��3 + 2�2 + 4� � 8) : (� � 2) = ��2 + 4, also sind �2 = 2 und �3 = �2 die weiteren
Nullstellen. (2 Punkte).



Eigenraum zum Eigenwert �1 = �2 = 2: Zu L�osen ist das homogene lineare Gleichungs-
system mit Koe�zientenmatrix

ATF � 2E3 =

0
@1 2 �3
1 �2 1
1 2 3

1
A

Anwendung von Gau�-Jordan liefert

0
@1 0 �1
0 1 �1
0 0 0

1
A, also gilt ER(2) = Spanf(1; 1; 1)g.

(2 Punkte)

Analog erh�alt man ER(�2) = Spanf(1;�1; 1)g. (2 Punkte)

(b) Wegen 1 = gV (2) < aV (2) = 2 gibt es keine derartige Basis. (1 Punkte)

Aufgabe 5: Normierung von v2 ergibt

u1 =
1

jv2jv2 =
1

2
(1;�1; 1; 1)(1 Punkte)

u1 soll als erster Vektor in die Orthonormalbasis C aufgenommen werden. Berechne

v̂1 = v1 �
�
1

2
+

1

2

�
u1 =

1

2
(1; 1; 1;�1) (1 Punkte)

v̂3 = v3 �
�
3

2
� 1

2
+

3

2
+

3

2

�
u1 = (1; 3; 1; 1) (1 Punkte)

Normiere v̂1, also

u2 =
1

jv̂1j v̂1 = v̂1(1 Punkte) ;

und nehme u2 in C auf. Berechne schlie�lich ~v3 = v̂3 �
�
1

2
+ 3

2
+ 1

2
� 1

2

�
u2 = (0; 2; 0; 2)

(1 Punkte)

Normieren von ~v3 liefert den letzten Vektor u3 =
1

j~v3j ~v3 =
1

2

p
2(0; 1; 0; 1) (1 Punkte)

der Orthonormalbasis C =
�
1

2
(1;�1; 1; 1); 1

2
(1; 1; 1;�1); 1

2

p
2(0; 1; 0; 1)

	
.


